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В  работе  решается  задача построения  эффективного  методы 

решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) 

большой размерности. Отмечена высокая актуальность и практиче-

ская  значимость  решения  поставленной  задачи.  Выполнен  анализ 

различных подходов к построению математических моделей объек-

тов проектирования. Приведена математическая постановка задачи. 

Предложен механизм снижения размерности  решаемой системы 
уравнений  на  основе  интеграции  эволюционных  алгоритмов  и  ме-

тодов  оптимизации  на  основе  теории  Парето-оптимальности.  Раз-
работан  гибридный  алгоритм  решения  СЛАУ  на  основе  генетиче-

ского  поиска  и  многоагентной  организации.  Разработана  архитек-

тура  программной  подсистемы  для  решения  СЛАУ  на  основе  ис-

пользования сервисно-ориентированного подхода. Выполнена про-

граммная реализация предложенного гибридного алгоритма и про-
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ведены серии вычислительных экспериментов. Полученные резуль-

таты в целом подтвердили эффективность предлагаемого подхода и 

позволили наметить перспективные направления дальнейшего раз-

вития исследований. 

Ключевые  слова:  системы  автоматизированного  проектирова-

ния,  сверхбольшие  интегральные  схемы,  многоагентные  системы, 

сервис-ориентированные архитектуры, эволюционные вычисления. 

Введение 

Математическую  модель  объекта  проектирования  можно  определить 
как множество различного рода математических элементов (переменные, 
упорядоченные  и  неупорядоченные  массивы  чисел  и  т.д.),  отражающее 
моделируемые свойства этих элементов и взаимосвязи между ними. 

Процесс построения математической модели  проектируемого объекта 
состоит в объединении математических описаний отдельных элементов в 
единое целое на основе универсальных физических законов и уравнений 
математической физики. 

В  процессе  автоматизированного  проектирования  сложного  объекта, 
например,  интегральной  схемы,  математическая  модель  формируется  на 
основе набора  уравнений множества элементарных элементов, большин-
ство  из  которых  являются  стандартными  и,  следовательно,  могут  быть 
взяты из специализированных библиотек. 

Сегодня на рынке представлено множество программных комплексов 
для  схемотехнического  моделирования,  которые  имеют  один  общий  и 
весьма существенный недостаток: качество и скорость работы программ-
ной системы существенно зависит от размерности решаемой задачи. Для 
решения систем дифференциальных уравнений в этих программах приме-
няются численные методы Рунге  – Кутта или Гира, для систем нелиней-
ных уравнений – метод Ньютона, а для решения систем линейных алгеб-
раических уравнений (СЛАУ) – метод Гаусса или LU-разложение  
[Гридин, 2008], [Баландин и др., 2000], [Рено, 2007]. 

При решении реальных задач проектирования, например, проектирования 
сверх-  и  ультрабольших  интегральных  схем,  необходимы  разработка  и  ис-
пользование  новых  эффективных  алгоритмических  и  программных  инстру-
ментов на всех этапах проектирования [Shervani, 1995], [Charles etc, 2009]. 

Актуальность  данной  задачи  объясняется  тем,  что  классические  чис-
ленные методы, которые дают удовлетворительные результаты при реше-
нии задач малой и средней размерности, не могут эффективно использо-
ваться при проектировании СБИС в силу высокой вычислительной слож-
ности и размерности данных задач. Это привело к появлению новых под-
ходов  к  решению  задач  проектирования  с  использованием  распределен-
ных вычислений, различных метаэвристических, в том числе эволюцион-
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ных и биоинспирированных, алгоритмов поиска и оптимизации [Гладков 
и др., 2024], [Гладков и др., 2025], [Карпенко, 2014], [Гладков и др., 2009], 
[Cohoon etc, 2003]. 

Для  снижения  вычислительной  сложности  и  сокращения  времени  ре-
шения задач проектирования используют также алгоритмы, позволяющие 
распараллеливать процесс поиска, в том числе параллельные генетические 
алгоритмы.  Также  перспективным  направлением  является  организация 
процесса  вычислений  на  основе  использования  агентных  организаций  и 
архитектур взаимодействия [Тарасов и др., 2006], [Майоров и др., 2015], 
[Скобелев, 2013], [Гридин и др., 2014]. 

1. Постановка задачи 

С  точки  зрения  схемотехнического  проектирования  важнейшей  зада-
чей является создание математической модели, которая бы адекватно ото-
бражала соответствующие характеристики объекта проектирования в виде 
набора математических уравнений, и позволяла использовать сущест-
вующие программные пакеты для решения задачи моделирования. 

Любой технический объект может быть однозначно описан набором 
внутренних, внешних и выходных параметров. Для построения математиче-
ской  модели  объекта,  имеющего  n  различных  характеристик  используют 
обычно вектор внутренних параметров, каждый из которых отражают какую-
либо зависимость, функцию и т.д. [Бойко и др., 2006], [Баландин, 2007]. 

Эффективность  применения  численных  методов  для  решения  задач 
анализа  и  синтеза  оптимальных  электрических  параметров  проектируе-
мых полупроводниковых приборов  в  значительной мере определяется 
выбором  начальной  области,  которая  называется  часто  областью  сходи-
мости. В случае, когда местоположение начального решения выбрано не-
правильно  и  находится  вне  области  сходимости  значительно  повышает 
риск того, что оптимальное решение не будет найдено [Влах и др., 1998]. 

Рост сложности проектирования, совершенствование технологий изго-
товления,  плотности  и  глубины  интеграции  элементов  привели  к  значи-
тельному  увеличению  размерности  систем  обыкновенных  дифференци-
альных (ОДУ) и линейных (ЛАУ) уравнений, составляющих основу мате-
матических моделей элементной базы в микроэлектронике. Классические 
численные  методы  решения  систем  уравнений  при  проектировании  не 
всегда обеспечивают  необходимое качество  и  точность, кроме того, тра-
диционные численные методы (например, градиентные методы) обладают 
еще  одним  существенным  недостатком  –  при  моделировании  многоэкс-
тремальных функций они не могут преодолевать впадины образующиеся 
в ландшафте функции и не способны находить выход из локальных экс-
тремумов.  Одним  из  возможных  подходов,  позволяющих  снизить  слож-
ность моделирования и размерность решаемых задач является допущение 
различных упрощений. 
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Для повышения эффективности решения системы линейных алгебраи-
ческих  уравнений  большой размерности был предложен метод, основан-
ный на интеграции эволюционных алгоритмов и методов оптимизации на 
основе теории Парето-оптимальности. Идея состоит в разделении исход-
ной системы из n переменных и m ограничений на k подсистем меньшей 
размерности: 

 

Таким образом, задача сводится к решению нескольких систем линей-
ных алгебраических уравнений меньшей размерности и определению век-
тора  значений  неизвестных  x,  который  позволит  минимизировать  задан-
ную целевую функцию (функционал). 

В результате был предложен модифицированный эволюционный алго-
ритм решения СЛАУ. С этой точки зрения задача заключается в нахожде-
нии решения системы линейных алгебраических уравнений: 

Ax = b, 

где A = {aij} – прямоугольная матрица коэффициентов, а x и b – искомый и 

заданный векторы координат xj, bj � R
n
, i, j = 1, …, n. 

Исходя из данной постановки можно предложить модифицированную 
процедуру  кодирования  решений  в  генетическом  алгоритме.  Пусть  каж-
дая хромосома (решение) задачи представляет собой вектор неизвестных 
значений  переменных  x.  Также  в  каждой  хромосоме  предусмотрен  не-
сколько  дополнительных  информационных  разрядов,  в  которых  отража-
ются текущая информация. 

Задача  состоит  в  нахождении  оптимального  значения  следующей  це-
левой функции: 
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0.1 minpf Ax b x F� � � � � , 

где F p – это показатель эффективности, вычисляемый по методу Парето. 

Схема предлагаемого эволюционного алгоритма на основе принципа Па-

рето-оптимальности представлена на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема эволюционного алгоритма на основе принципа Парето 
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Рис. 1. Схема эволюционного алгоритма на основе принципа Парето 

(продолжение) 
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Структура предложенного алгоритма, отражающая последователь-

ность действий, выполняемых в процессе вычислительного агента, приве-

дена на рис. 2. 

 

Рис. 2. Структура алгоритма работы вычислительного агента 

2. Разработка масштабируемой мультиагентной среды 

В  процессе  разработки  архитектуры  программной  подсистемы  было 

предложено  использовать  сервисно-ориентированный  подход,  в  основе 

которого  лежит  идея  построения  подсистемы  на  основе  взаимодействия 

множества  различных  служб  (сервисов),  функционирующих  независимо 

друг от друга, каждая из которых является ответственной за реализацию 

одной функции. Также удобно использовать в данном случае модульный 

подход, суть которого состоит в обеспечении взаимозаменяемости и воз-

можности гибко изменять  функционал  системы без «коренной» пере-

стройки ее схемы. Данное свойство позволяет  нам провести ассоциацию 

между объектами «модуль» и «агент» [Митра и др., 2003], [Baqais, 2017]. 

В классическом понимании термином «агент» обозначается все, что 

действует. Согласно принятым искусственном интеллекте и теории мно-

гоагентных систем подходе программный агент отличается от обычной 

компьютерной  программы  наличием  способности  к  самостоятельному 

(атвономному) функционированию в течении продолжительного перио-

да времени, возможностью осуществлять взаимодействие с другими 

агентами  и  внешней  средой,  адаптироваться  к  изменениям  и  наличием 

цели,  на  достижение  которой  направлена  его  деятельность  [Тарасов, 

2002], [Рассел и др., 2022]. 

Архитектура  предложенной  масштабируемой  многоагентной  системы 

показана на рис. 3. 
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Рис. 3. Архитектура масштабируемой многоагентной системы 

Контейнеризация представляет собой методологию создания про-

граммного  продукта,  где  приложение  или  сервис  вместе  с  их  зависимо-

стями  и  настройками  (файлы,  описывающие  манифест  развертывания) 

собираются  в  единое  целое  –  контейнер.  Такой  контейнерный  образ  мо-

жет быть протестирован как цельная единица и затем запускаться на узле 

операционной системы как копия созданного образа [Митра и др., 2003]. 

В процессе создания контейнеров и их последующей загрузки в реги-

стры (как локальные, так и удаленные) удобно использовать инструмент 

Docker. Этот инструмент способствует формированию образа контейнера, 

включающего  в  себя  все  необходимые  файлы  операционной  системы  и 

приложения, а также обеспечивает его упаковку для переноса между раз-

личными  платформами.  Внутри  контейнера  обычно  размещается  какой-

либо дистрибутив Linux, реже – упрощенная версия Windows Server. 

Для  инициализации  процесса  развертывания  применяются  файлы  без 

указания  расширения,  имя  которых  совпадает  с  "Dockerfile",  если  таких 

файлов в каталоге только один, или же файлы с любым именем и расши-

рением "dockerfile". Начальная строка в этих файлах традиционно содер-

жит информацию о базовом образе (основной образ операционной систе-

мы или фреймворка), после чего следует процесс установки и конфигури-

рования компонентов приложения. 

Docker  предоставляет  возможность  разделения  процессов  сборки  и 

доставки  приложения  в  различных  контейнерах  в  ходе  создания  образа, 

что отражено в одном манифесте. В таком контейнере для сборки нет не-

обходимости в указании команды запуска. Этот подход применяется при 
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развертывании  микросервисов  на  Node.js,  поскольку  приложения,  напи-

санные на React, требуют преобразования в оптимизированный код перед 

запуском. В качестве базового образа используется образ Node.js, который 

базируется на операционной системе Alpine Linux, специально адаптиро-

ванной для эффективной работы в контейнерной среде. 

Применение инструмента Docker Compose [Митра и др., 2003] облегчает 

процесс взаимодействия между контейнерами, их сборку и последующее их 

размещение. В контексте данной работы контейнеры именуются сервисами, 

и их параметры (включая настройки окружения, ограничения на использо-

вание  ресурсов  и  прочее)  определяются  через  файл  docker-compose.yml, 

который является единственным в рабочей директории. 

На  рис.  4.  представлен  обобщенный  агентно-ориентированный  алго-

ритм решения больших систем линейных уравнений (СЛАУ). 

 

Рис. 4. Обобщенная схема алгоритма решения СЛАУ большого размера 
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3. Программная реализация и вычислительные эксперименты 

Предложенный гибридный алгоритм был реализован в виде программ-

ной подсистемы. В процессе моделирования была поставлена задача изу-

чить  функционирование  данной  программной  подсистемы,  определить 

взаимозависимости между точностью и временем решения систем линей-

ных уравнений (СЛАУ) и их размерностью, а также проверить эффектив-

ность предложенного агентно-ориентированного метода решения СЛАУ и 

метода решения уравнений, описывающих поведение нанометровых 

СБИС [Береза и др., 2025]. 

Критерием для оценки эффективности алгоритма является минималь-

ное значение целевой функции, которое достигается при заданном коли-

честве итераций и отражает точность полученного решения СЛАУ. 

В  ходе  исследования  применялась  платформа  для  многоагентной  си-

муляции. Эксперименты были организованы на базе тестовых систем ли-

нейных  алгебраических  уравнений,  разработанных  на  этапе  схемотехни-

ческого проектирования. 

Для  проверки  эффективности  разработанного  алгоритма  проводились 

серии  вычислительных  экспериментов  для  решения  систем  линейных  ал-

гебраических  уравнений  разной  размерности.  Для  сокращения  времени  и 

объема  вычислений  было  принято  решений  выбрать  следующие  значения 

параметров  тестирования:  доверительная  вероятность  –  90%;  допустимая 

ошибка – 5%. Это позволило сократить размер экспериментальной выборки 

до 50. Результаты вычислительных экспериментов показаны в табл. 1. 

                                                                                    Таблица 1 

Результаты вычислительных экспериментов 

 

В результате выполнения статистической обработки полученных дан-

ных была построена теоретическая зависимость времени работы  подсис-

темы от размерности решаемой задачи: 

y = 0,0313x
2
 - 16,693x + 2744,9. 
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Сравнение характера данной теоретической зависимости с результата-

ми, полученными в ходе проведения вычислительных экспериментов, 

подтвердили  первоначальные  предположения.  Характер  построенных  за-

висимостей (рис. 5) позволяет сделать однозначный вывод о том, что вре-

менная  сложность  разработанного  гибридного  алгоритма  является  поли-

номиальной. 

 

Рис. 5. Зависимость времени решения от размера СЛАУ 

Заключение 

На основании полученных экспериментальных данных можно сделать 

вывод о том, что разработанный гибридный алгоритм может эффективно 

использоваться для решения систем линейных алгебраических уравнений, 

имеет квадратичную временную сложность и демонстрирует стабиль-

ность  функционирования  вне  зависимости  от  роста  размерности  задачи.  

В дальнейшем планируется продолжить исследования в направлении по-

вышения  эффективности  предлагаемого  подхода  за  счет  использования 

биоинспирированных методов поиска. 
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